KOSINUSSATZ UND SKALARPRODUKT Dr. Giinther

Die Bezeichnung der Eckpunkte in Polygonen, wie z.B. in einem Dreieck, erfolgt iiblicherweise gegen den Urzeigersinn!

C

Abbildung: Das Dreieck Aaspc

Im Dreieck Aapc gilt der Kosinussatz ¢® = a® 4+ b® — 2abcos~. Analog gibt es zwei weitere Varianten des Kosinussatzes in
denen jeweils die Winkel o bzw (3 auftreten. Die beiden Varianten haben die gleiche Struktur wie die Gleichung oben.

1. Aufgabe:

(a) Gib die iibrigen zwei Varianten des Kosinussatzes an.
(b) Begriinde in wie fern der Kosinussatz den Satz des Pythagoras als Sonderfall enthélt.

(c) In einem Dreick sind die Seiten a = 5 und b = 12.
Berechne die Seite c fiir den Fall (i) v = 90° und (ii) v = 72°.

2. Aufgabe:
Die Eckpunkte eines Dreiecks Aapc im R® seien A (3| —2]5), B(4|1| —6) und C (=20 1).
(a) Gib die Vektoren AB und AC an. Um welche Seiten des Dreiecks oben handelt es sich?
(b) Berechne die Linge aller Seiten des Dreiecks A4pc.
(c) Berechne alle Innenwinkel des Dreiecks A 4pc mit dem Kosinussatz.

(d) Aufgabe:
Seien @,b € R™ Vektoren mit den Komponenten aj € R sowie by € R. Die Rechenoperation (, ) fiir die Vektoren @
und b ist definiert als .
<a, b> — a1by + asbs + . . . + anbn

Beweise, dass (, ) eine symmetrische Bilinearform? ist.

(e) Fiir die Rechnenoperation <(i, b wird auch die Kurzschreibweise @ o b verwendet. Berechne die Skalarprodukte. Die

Ergebnisse entsprechen jeweils einem Buchstaben 1 — A, 2 — B usw. Ermittle das Losungswort.

3 4 7 1 8 2
-2 o 1 = -1 o 8 = 2 o -5 =
9 1 3 4 -5 1
0 1 —2 -3 4 5
3 o 5 = 5 o 1 = -9 o 2 =
1 -3 2 -5 2 8

3. Aufgabe:
Sei nun @ = AB , a = BC und b = AC. Die Komponenten der Vektoren @b und ¢ sollen wieder mit ak, b und ck
bezeichnet werden wobei k € {1,2,3}, also z.B. @ = (a1 | a2 | as) .

(a) Zeichne die Vektoren @,b und & in das Dreieck oben und zeige, dass die Gleichung &= b — @ gilt.
i. Berechne ¢? durch beide Seiten der Gleichung aus Aufgabe 3a, also ¢o ¢ und (5— d’) o (5— Ei).

ii. Beweise die Gleichung @ o b=ab cos ¢ mit dem Kosinussatz.

1Sei k € R und @, b, 7, € R". Zu zeigen ist <a, 5> - <E, 5>, sowie <a, k5> —k <a, 5> und (@, 7 + @) = (@, 7) + (@, 7).



SKALARPRODUKT IN DER PHYSIK Dr. Giinther

Eine Masse (z.B. ein Wagen) wird mit der Kraft F entlang der Strecke § gezogen. Hier bewirkt nur der zu § parallele
Teil von F' die gewiinschte Bewegung. Wir bezeichnen den Betrag dieser Komponente mit F; und die Linge der
Wegstrecke mit s:

Masse

In der Physik gilt (fiir konstante Kréifte)?:

Arbeit = Kraft - Weg = Fg-s

Wir rechnen zundchst ohne Einheiten. Angenommen eine Einheit entspricht jeweils zwei Késtchen.
Die Lénge s von §ist s=__ mundesgilt Fy,=__ N
Fiir die Arbeit W gilt also:
W=F,-s=_
1. Aufgabe:
(a) Berechne den Winkel ¢ in der Abbildung oben.

(b) Wie lasst sich F allgemein aus dem Betrag der Kraft F' und dem Winkel ¢ berechnen?

(c) Gib eine allgemeine Formel fiir die Arbeit W an, die vom Betrag F' der Kraft, der Linge s der Strecke und
dem Winkel ¢ zwischen F' und § abhingt.

2. Aufgabe: (Rechnung mit Einheiten)

(a) Die Lange F einer Kraft Fist gegeben durch F' = 20N , die Kraft greift mit einem Winkel von ¢ = 30° zur
Horizontalen an. Dadurch wird ein Wagen die Strecke s = 7m entlang der Horizontalen bewegt. Welche
Arbeit W wurde verrichtet 7

(b) In der Abbildung oben sind die Vektoren F = ( 3N ) und § = ( 531 >, berechne <F", §'>
b.

5m

(c¢) Durch die Kraft F' = 19m,

W wird verrichtet?

N ) bewegt sich eine Masse entlang des Vektors s = (

AN ) . Welche Arbeit

2 Hinweis: Wird ein Kérper in einem Kraftfeld entlang eines Weges v bewegt, so ist dafiir die Arbeit

W:/?odg'
Yy

notig. Falls F konstant und v eine Strecke der Linge s ist erhdlt man W = FoF= Fcos () - s = Fs - s wobei Fs die Kraftkomponete in
Wegrichtug § ist.



