VEKTORPRODUKT Dr. Giinther

Definition: .
Seien @ und b Vektoren im R3 mit den Komponenten a, € R und b, € R. Das Vektorprodukt @ x b ist gegeben durch

. a1 by asbs — boas
axb = a9 X b2 = a3b1 — a1b3 (1)
as b3 a1b2 — a2b1

Satz:
Der Vektor @ x b steht sowohl auf @ als auch auf b senkrecht.

Beweis:
azbs — baas ai
a3b1 — a1b3 o a9 = a1a2b3 — a1a3b2 + a2a3b1 - a1a2b3 + alagbg — 0,2(13()1 =0
arby — azby as

offenbar steht @ x b senkrecht auf @

a2b3 — b2a3 bl
a3b1 — a1b3 o b2 = a2b1b3 — b1b2a3 + agblbg — a1b2b3 + albgbg — agblbg =0
a1b2 — Cbgbl b3
und @ x b senkrecht auf b O

Weitere Eigenschaften des Vektorprodukts:

Fiir den Betrag ‘d X l_;’ des Vektorprodukts gilt

dabei ist ¢ der Winkel zwischen den Vektoren @ und b. Insbesondere ist durch ‘d’ X 5‘ der Flicheninhalt des von @

und b aufgespannten Parallelogramms gegeben.

Spatprodukt:

Seien d, b und ¢ Vektoren im R3. Das Spatprodukt der Vektoren ist definiert als (Ei X 5) ocC.

Wenn @, b und @ linear unabhiingig sind, so spannen die Vektoren ein Parallelepiped (Spat) auf:

Y

Der Betrag des Spatproduktes gibt das Volumen des Spats an:

V:‘(c?xl;)oé’
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Normalenvektor iiber ein Gleichungssystem berechnen:

Seien cl und b Vektoren im R3 mit den Komponenten a; € R und by, eER Gesucht ist ein Vektor 77, der senkrecht auf
@ und b steht. Sei 7 = (z |y | z) | dann muss offenbar Go 7 = 0 und bo 7 = 0 gelten, also:

a1z + a2y +aszz =0 (2)
bix + by + b3z =0

Wenn man x eliminieren will ergibt sich durch geeignete Multiplikation

arbix + a2b1y +azbiz =0
a1bix + a1boy + a1b3z =0
und damit
(a2by — a1b2) y + (asby — arbs) z = 0.

Fiir y erhilt man
a3b1 — a1b3 - a3b1 — CL1b3

azby — a1by arby — agby

Bei zwei Gleichungen mit drei Variablen darf eine Variable gewahlt werden. Wihle

z = a1bs — asb; (3)
oder z = (a1b2 — azby) t mit ¢t € R. Dadurch wird

y = azbi —abs
und es fehlt nur noch die z—Komponente. Wir beginnen wieder oben bei (2), aber eliminieren jetzt die y—Koordinate:

a1bax + asboy + agsbez =0
G/le(E + a2b2y + agbgz =0

es ergibt sich
(albg — (Zle) x + ((lng - agbg) z2=0
und damit

azby — asbs agbs —azby  (3)
= — = z = a2b3 — agbg.

a1b2 — agbl albz — a2b1

Der Normalenvektor 7 ist also

a2b3 - bQCI,g
azby —aibs
ay b2 — a2b1
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