LINEARE REGRESSION Dr. Giinther

Eine lineare Funktion kann immer in die Form f () = ma + b mit m, b € R gebracht werden. Bei vielen Experimenten
ergeben sich lineare Zusammenhange, trotzdem liegen die Messwerte in der Regel nie exakt auf einer Geraden. Man
bestimmt dann eine Ausgleichsgerade, die zu den Messwerten moglichst gut passt.

Grundlage arithmetisches Mittel:
Das arithmetische Mittel von den Werten z1,zo, ..., z, ist definiert als
T1+To+ -+ Ty
n

Beispiele: Das arithmetische Mittel der Werte {2, 3,5, 14} ist

24345414 M
= 4 1

Das arithmetische Mittel der Werte {—3,11, —5, —7,20} ist

3411-5-7+20 16
= =2 32
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Regressionsgerade:
Gegeben sind n € N Messpunkte im R?, d.h. (z1,%1), (z2,¥2) .-+, (Tn,yn). Sei P = x1y;1 + x2y2 + - -+ Tpy, und
S = 2% + 23 + - - - 22. Die Regressionsgerade r (z) hat die Gleichung r (z) = mz + b mit

P—nTy  x1y1 + Toya + - Tpyn — NITY _ _

m S — nz? 22+ a2+ 22 — nz? y—mz (1)

Beispiel: Gegeben sind die Punkte (2,4),(1,5),(3,6).

Da es drei Punkte sind ist n = 3. Berechne das arithmetische Mittel der x—Werte und der y—Werte:
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e
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Berechne die Summe P = z1y1 + Toyo + - - Tn¥Yn

2-44+1-5+3-6=31

2.

Berechne die Summe S = 22 + 23 + - - - 22:

2 +1°+32=14
Jetzt konnen m und b aus Gleichung (1) berechnet werden:

31-3.2.5 1
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Die Regressionsgerade ist:

1
r(x):§x+4




Formel fiir die Regressionsgerade:
Gesucht sind die Parameter m und b, so dass die Gerade r (x) = ma+b moglichst gut zu den Punkten (z1,y1), ..., (@n, Yn)
passt. Es ist naheliegend, dass der geometrische Schwerpunkt (Z,7) der Punkteverteilung auf der Regressionsgerade
liegen sollte. Daher gilt §y = mZ + b und damit

b=y —mzx

Fiir die Regressionsgerade gilt also:
r(@)=mx+g-—mi=m(x—2)+7

Die Mittelwerte Z, § sind einfach zu errechnen. Es fehlt also nur noch der Parameter m. Betrachte dazu einen Punkt
(zk,yr)- An der Stelle xy ist der Funktionswert der Regressionsgerade

r(zg)=m(zp — )+ 7
und die vertikale Distanz dj zum Punkt (zy,yx) ist:
dy =y —71(x) =yp — Mm@k —2)+ Yl =y —m 2k —2) —Y=yp —§ — m (2 — T)
Das Quadrat hiervon ist
4 ={yp —g—mee—2)} =m® (wx —2)* = 2 (2 — 7) (ye —Y)m + (v — 9)°
und es sei @ (m) die Summe dieser Quadrate:

Qm) = di+--+d;

m? (21— 3)° = 2(@1 —2) (1 —P)m+ 1 —9)° + -+ m? (2, — )" =2 (@0 —F) (Yo — D) M+ (Y0 — §)°

= @ =2+ @ =2 m? =2 = 2) (g~ 9) + e (0= ) G = DI =9+ (o — 9
Offensichtlich ist @ (m) eine Parabel der Form

Q(m)= asm? + aym + ag

wobei
ay = (w1—2)"+ (2, —1)°
ar = 2[@—2) -y +- (20— 7) (Yo — 9)]
aw = -9+ —0"
Wegen az > 0 ist die Parabel @ (m) nach oben gedffnet, besitzt also ein Minium. Aus
d
0=—=2aom+a;
dm
folgt
a
—_4 2
m= o (2)

Der Parameter as ldsst sich wie folgt vereinfachen:

ag =1t =2 T+ 3+ 422 -2+t =2t a2+, | T 02 =S —nz?

=9 =nT
Analog findet man fiir den Parameter a;:
ap = -2 [-lel — 1Y — YT+ TY+ -+ TpYn — Ty — YnT + jg}
= 2|zt TYp— (21t T |- | Y1ty | TH02Y| = —2[P — nay]
—_—
=P =nT =ny

Die Steigung der Regressionsgerade findet man, indem man die Summe der quadratischen Abweichungen @ (m) min-
imiert. Das Minimum von @ (m) befindet sich nach Gleichung (2) an der Stelle
ay —2[P —nzy] P —nxy

20y, 2(S—nz?) S —nz?




