SCHRODINGER GLEICHUNG Dr. Giinther

Quantenobjekte werden durch die Schrodingergleichung beschrieben! Losungen dieser Differentialgleichungen wer-
den meist mit W (¢, z,y,z) bezeichnet. Dabei ist ¥ eine Wellenfunktion, deren Betragsquadrat |¥|> die Aufen-
thaltswahrscheinlichkeitsdichte eines Quantenobjekts beschreibt. Wenn die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Quanten-
objekts an einem Ort nicht von der Zeit abhingt, ldsst sich die Situation durch die stationfre Schrédingergleichung
AV +2mh™2 (E — V) ¥ = 0 beschreiben wobei i = h/(2r). Wenn sich das Quantenobjekt zusitzlich nur in einer
Dimension bewegt, erfiillt seine Wellenfunktion die eindimensionale, stationére Schriodingergleichung:

W () + 0 (B -V (@) ¥ () = 0 ()

Das Teilchen hat dabei die Masse m und bewegt sich im Potential V (z). Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit P im
Intervall [a;b] ist durch das Integral iiber die Wahrscheinlichkeitsdichte

b
P = / () d (2)

gegeben. (Die Wahrscheinlichkeitsdichte muss “normierbar” sein).

1. Aufgabe:
Wir betrachten ein Teilchen im Potentialtopf

V(x):{

0 fir0O<z<lL
0 sonst

(a) Seien A, B konstant. Bestimme die Konstante k so, dass ¥y, = Asin (kz) fiir 0 < < L die Schrédinger-
gleichung (1) erfiillt. Beweise, dass fiir dieses k dann auch ¥, = Bcos (kz) und die Summe ¥ = ¥, + ¥,
Losungen sind.

(b) Da sich auflerhalb des Bereiches 0 < z < L eine unendlich hohe Potentialbarriere befindet, muss dort
offenbar ¥ = 0 sein. Die Wellenfunktion ¥ soll iiberall stetig sein. Was folgt aus den Randbedingungen bei
x =0 und z = L fiir die Konstante B und fiir die Energie E?

(c) Da sich das Teilchen irgendwo aufhalten muss, ist die durch (2) gegebene Aufenthaltswahrscheinlichkeit P
fiir den gesamten Aufenthaltsbereich des Teilchens offensichtlich Eins. Bestimme mit dieser Normierungs-
bedingung die Konstante A. Die folgende Stammfunktion darf ohne Beweis benutzt werden:
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/sm (kz) do = 5%~ I% sin (2kx) (3)

(d) Gib die Funktion ¥ in Abhéngigkeit der Potentialtopflinge L und der Quantenzahl n an.

2. Aufgabe:
Wir betrachten ein Modell mit einem Teilchen, welches sich nur im Intervall I = [0, 2] aufhalten kann. Es soll
dort durch ¥(z) = sin (2 beschrieben werden.

(a) Skizziere die Wahrscheinlichkeitsdichte p (z) = |¥(z)|*.

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich das Teilchen in der “linken Halfte” des Intervalls ?
(c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich das Teilchen im Bereich [0;0,2] bzw. in [0,9;1,1] ?
(d) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich das Teilchen irgendwo im Intervall befindet.

3. Aufgabe:
Fiir radialsymmetrische Funktionen f (r) = f (\/:c2 +y2 + z2> gilt Af(r) = f"(r)+ 2f'(r). Bei einem sehr
vereinfachten Modell! mit Coulombpotential ergibt sich damit fiir den radialen Anteil f (r) der Wellenfunktion
VU die Differentialgleichung:

e+ S5 (B4 ) =0 (@)

dmegr

Seien A und a konstant. Beweise, dass f (r) = Ae~ % bei geeigneter Energie E eine Losung von (4) ist. Was
ergibt sich fiir @ und fiir die Energie E? Vergleiche E mit den Energien im Bohr’schen Atommodell.

1Es handelt sich hier noch nicht um ein vollstindiges Atommodell. Das quantenmechanische Modell fiir das Wasserstoffatom ist deutlich
komplizierter. Selbst die entsprechende Differentialgleichung fiir den radialen Losungsanteil enthilt in der Klammer noch einen zusétzlichen
Term —hl (I 4+ 1) r—2 mit der Bahndrehimpulsquantenzahl . Im Grundzustand n = 1 ist allerdings | = 0, wodurch dieser Term entf&llt.



RADIALSYMMETRISCHE FUNKTIONEN

Dr. Giinther

Im Folgenden sei 7 := (x z)T r':|ﬂ:\/mund§~: 9 9 9 !
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Satz 1:
Es gilt

Beweis: Es gilt:
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Analog folgt or — Y und & = Z und damit
oy r oz r
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r
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Satz 2:
Sei f eine differenzierbare Funktion, die nur vom Abstand r abhingt. D.h. f = f(r) = f (\/m2 +12 + 22>. Es gilt
dann: T .
Y A A
IR O
Beweis: Wegen der Kettenregel und (6) folgt
of df or df x x
oxr dr Oz dr rif(r)r
und damit of
. % fi (r)- z , 7
Vfr)= i f/(r)‘; =f(r)
55 frr)-z
Satz 3:
Sei f eine zweimal differenzierbare Funktion, die nur vom Abstand r abhéngt. Dann gilt:
d’f 2 df 2
A _*J 2 Y e 4
f=E+ 2 Ly 2

Beweis: Aus (8) folgt mit Produktregel, Quotientenregel und (6):
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