PENDEL Dr. Giinther

Mathematisches Pendel

Punktmasse m hingt an Faden der Linge L. Auslenkung um den Winkel «.

Bogenlinge s der Auslenkung ist s = 5 -27L = aL. Wegen L =const. ergibt sich daraus fiir Geschwindigkeit und
Beschleunigung
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und fiir die Kraft:
F =ma=mLé& (1)

Fiir die Riickstellkraft F' ergibt sich nach sina = F/Fg:
F =mgsina (2)
Kombination von (1) und (2) ergibt dann die DGL mLé& = —mgsin o und damit:
i+ Lsina=0 (3)
L
Fiir kleine Auslenkungen ist sina =~ « und es gilt:

d—|—%a%0 4)

Physikalisches Pendel

Ein Ko6rper mit Triagheitsmoment J, Schwerpunkt S und Masse m schwingt um eine Drehachse durch einen Punkt P.
Der Abstand von P zu S ist r, es sei ¥ := ’ﬁ‘ F= mg bewirkt die Riickstellkraft, wegen M =F x 7 gilt fiir den
Betrag:

M = ‘F X 7| =F-rsina =mgrsina

Fiir das Drehmoment gilt ferner:
M=Jéa

Also folgt die Bewegungsgleichung J& = —mgr sin @ und damit:

mgr

a+J

sina=0 (5)

Fiir kleine Auslenkungen ist wieder sin « &~ « und es gilt:

d+2?az0 (6)

Sonderfall mathematisches Pendel:
Hier ist 7 = L. Der Triigheitsmoment eines Massepunktes m im Abstand r vom Drehpunkt ist J = mr? = mL?. Aus
(5) folgt damit:

mgqr mglL . .
g sino = & + g sinaza—&—gsma

O=at—7 L2 7

Man erhilt also wieder (3).



SCHWINGUNGSGLEICHUNG Dr. Giinther
Die Differentialgleichungen (4) und (6) fiir kleine Auslenkungen haben jeweils die Struktur
jt+uwly=0 (7)
wobei f = % die Ableitung nach der Zeit ¢ ist. Multipliziert man die Gleichung mit 3 so folgt
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Yy +wiyy = di [ y +w 2 :|
Integration nach ¢ auf beiden Seiten ergibt
1y2+w2~1y2:c
2 2
wobei ¢ die Integrationskonstanten enthélt. Daraus folgt
d
% =/ 2c — w?y?
und damit die Integralgleichung:
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Das Integral auf der linken Seite ldsst sich durch die Substitution
si vy
inz=——
or:
2
16sen. Es ist dy = \/j cos (z) dz und wegen sin® z + cos® z = 1 folgt:
/ / V2 o5 (2) dz \ﬁ / \F \ﬁ ( wy )
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Die Integralgleichung (8) wird damit zu
V2e ( wy )
~arcsin [ —— | = V2¢- (t+
w \/% ( QOO)
wobei die Integrationskonstanten in ¢ enthalten sind. Auflésen der Gleichung ergibt
2c
Y= g sin (w (t + ¢p)) = Asin (w (t + ¢o))
wobei A = v/2c/w die Amplitude ist. Die DGL (7) wird also geldst von
y(t) = Asin (w (t + o))
Konkrete Lésungen:
Das mathematische Pendel liefert (4) also w = y/g/L. Die Lésung ist:
— A 9
a(t) = Asin <1 /T (tJrgDo))
Fiir das physikalische Pendel, siehe (6), ergibt sich w = \/mgr/J. Die Losung ist:
a(t) = Asin (, / Jgr (t+ <p0)>
Fiir die Schwingung einer Feder der Hirte k& mit angehéngter Masse m gilt F' = m& = —kz also & + %x = 0 und damit

w = +/k/m. Es ergibt sich die Losung;:

x (t) = Asin (\/z(t + @0))



