BERNOULLI GLEICHUNG Dr. Giinther

Herleitung aus der Energieerhaltung

Betrachte ein Massenelement dm einer inkompressiblen Fliissigkeit. Das Massenelement dm befinde sich zunichst an
einer Stelle S1mit dem Druck p;. Das Massenelement dm hat zu diesem Zeitpunkt die Geschwindigkeit v; und befindet
sich in der Hohe h;. Die Summe aus kinetischer und potentieller Energie betréigt also

1
Ey = E1 kin + E1pot = ivfdm + ghidm.

Das Massenelement dm wird nun durch eine Kraft F' um eine Strecke ds von S; an die Stelle Sy verschoben. Hier
herrscht der Druck po, das Massenelement dm hat dort die Geschwindigkeit v und befindet sich in der Héhe ho. Die
Gesamtenergie ist nun

1
Es = B3 kin + F2pot = ivgdm + ghaodm.

Die Energiedifferenz zwischen den Punkten S; und S, betrégt:
1 1 1
dE =F, - F, = 5vgdm + ghodm — (Qdem + ghldm> = {2 (v3 —v3) + g (ha — hl)} dm (1)

Angenommen es ist Fy > F; und damit dE > 0. Um dm von S; nach S zu transportieren ist dann Energie
notig. Offensichtlich muss in diesem Fall p; > ps sein, so dass p = p; — pa > 0: Der Druckunterschied p leistet die
fiir die Energiedifferenz ndtige Arbeit, indem die oben bereits erwidhnte Kraft FF = pA auf den Querschnitt A der
Fliissigkeitssaule wirkt. Die Arbeit dW bei diesem Vorgang ist

dW =Fds=pAds=pdV = (p1 — p2) dV. (2)
av

Durch Gleichsetzen von (1) und (2) erhélt man nun

{; (v3 —v}) + g (he —hl)}dm: T

Mit dm = pdV ergibt sich daraus:

{; (v3 —vf) + g (ha - hl)}ﬂdV = (p1 —p2) dV

Die Bernoulli Gleichung ist also

(Ug —Uf) +pg (hy — h1) = p1 — p2

NI

oder
4

p1+2

v3 + pghi = pa + gvg + pghs (3)

Ausstromgeschwindigkeit bei vernachlissigbarer Héhendifferenz
Angenommen es ist v1 = 0 und man darf h; = hy annehmen. Aus der Bernoulli Gleichung (3) folgt dann

p1=p2+gvg-

_ J2(m—p2) _ [2p
VT _\/: W

Volumenstrom durch einen Querschnitt
Der Volumenstrom (auch Durchflussrate) ist definiert als

Auflésen nach v := vy ergibt nun

av
=
Durch eine zeitlich unverdnderte Querschittsfliche A stromt demnach
d

d ds



