ABLEITUNG VON POLYNOMEN Dr. Giinther

Sei n € N, es soll bewiesen werden, dass fiir ein Polynom vom Gerad n gilt:

- [anz” + ap_12" '+ gz +ag =n-az” T+ (n—1) a2+ H

Satz 1: Sei n € Nund h € R. Es ist
(x+h)" =2" +na" 'h+ 0O (h?)

wobei O (h?) alle Terme hoherer Ordnung von h, d.h. in diesem Fall ab h?, enthilt.
Beweis: Fiir n = 2 stimmt Gleichung (2) offensichtlich, da

(z+h)? =2% +2eh+ h? = 2% + 222 'h + O (h?).
Wenn (2) fiir ein beliebiges k € N gilt, so gilt die Formel auch fir k + 1:

P — (e ) (@4 h) @ [2" + k2" "'h+ O (h?)] (z + h)

(x+h
"+ kafh+ O (B?) -2 + a"h+ k2" TTR2 4+ O (B?) - h

" kath+ 2 h+ O (B) - x+ ka2 + O (RP) - h
N ——’

(k+1)zkh Terme mit h2 h3,...,hk+1

= 2" 4 (k+1)2"h+ O (h?)
Offensichtlich erhélt man Gleichung (2) fiir n = k + 1. Damit ist gezeigt:

"Wenn (2) fiir & € N gilt, so auch fiir k¥ + 1.7

(4)

Gleichung (2) ist fiir k£ = 2 erfiillt. Aus (4) folgt dann, das die Gleichung auch fiir £+ 1 =2+ 1 = 3 gilt. Also muss

sie wegen (4) auch fiir n = 4, n =5 usw. gelten. Damit ist bewiesen, dass Gleichung (2) fiir alle n € N erfiillt ist.

Dieses Beweis-Verfahren nennt man vollstandige Induktion.

Satz 2: Sei n € N, dann gilt:

. [2"] = na" "t
Beweis:
Mit Gleichung (2) ergibt sich:
d " —an " "1h 4+ O (h?) — 2"
— "] = limi(z+ ) Q@ limx +ne + ( ) T lim nz" ' + O (h) = nz"' O
dx h—0 h h—0 h h—0

Satz 3: Der Ableitungsoperator % ist linear, d.h. fiir a € R und differenzierbare Funktionen f, g gilt:

_df | dg d df

d
%[erg]*% I %[a'f]:a'dx

Beweis:
Mit der Definition der Ableitung ergibt sich

d . fle+h)+g@@+h)—(f(x)+g@) .. fle+h)—f(x) .. gl@+h)—g(x) df
=+l = lim ; = lim + lim ) Sy
und

7[a,f]_hmaf(x+h)—af(:c):a.hmf(x—kh)—f(x):aﬁ -

dx h—0 h h—0 h " dx

Ableitung des Polynoms: Offensichtlich folgt aus den Sétzen 1 bis 3 die Ableitungsregel (1) fir Polynome.
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